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Resumen
En este trabajo presentamos dos modelos matema´ticos que contribuyen al estudio del comportamiento
de un rin˜o´n artificial. Los modelos utilizados corresponden a una ecuacio´n diferencial ordinaria de
primer orden y a un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias lineales, que permiten predecir el
comportamiento del rin˜o´n artificial en pacientes con insuficiencia o falla renales.
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Abstract
In this research we present two mathematical models that contribute to the study about the behavior
of an artificial kidney. The models used correspond to a first order differential equation, and a
linear ordinary differential equation allowing to predict the behavior of the artificial kidney in renal
impairment or complete failure patients.
Introduccio´n
En este trabajo empleamos un modelo
de naturaleza determin´ıstica para estudiar
el funcionamiento de un rin˜o´n artificial,
estableciendo una relacio´n directa con el
funcionamiento de un rin˜o´n en el cuerpo
humano. Se establecen diferencias entre los
modelos matema´ticos existentes para explicar el
funcionamiento del rin˜o´n artificial, a partir de un
ana´lisis segu´n su funcionalidad y complejidad.
Igualmente, se describen las variables y
para´metros que intervienen en la formulacio´n de
cada uno modelos matema´ticos propuestos. Los
modelos empleados permiten estudiar la evolucio´n
de un paciente con insuficiencia renal o casi nula.
Los modelos matema´ticos corresponden,
espec´ıficamente, a una ecuacio´n diferencial, y a
un sistema de ecuaciones diferenciales lineales en
tiempo continuo, ambos de amplia utilidad en
diversos campos del conocimiento (como es el caso
de la biolog´ıa, la medicina, ingenier´ıa, entre otras),
para predecir el comportamiento de sistemas bajo
condiciones de incertidumbre a trave´s del tiempo.
Igualmente, la utilizacio´n de estos modelos ha
resultado adecuada para modelar la dina´mica de
poblaciones para la toma de decisiones.
En cuanto a las aplicaciones de los modelos
matema´ticos en el a´mbito de la salud, se puede
mencionar que el primer modelo matema´tico fue
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el trabajo de Daniel Bernoulli contra el sarampio´n.
[7] Su trabajo conten´ıa la idea de mortalidad
diferencial para estimar la tasa de muerte
asociada a una enfermedad. Subsecuentemente,
los primeros cimientos de la epidemiolog´ıa
matema´tica se hicieron a principios del siglo
XX por los me´dicos en salud pu´blica y bio´logos,
P.D. Enko, W.H. Hamer, J. Brownlee, Sir R. A.
Ross, A.G. McKendrick y W.O. Kermack. El
modelo de Ross, en malaria, es tal vez uno de los
acontecimientos ma´s importantes en la historia de
la epidemiolog´ıa matema´tica.
Ma´s adelante, Wolf y sus colaboradores fueron los
primeros en describir la cine´tica de la dia´lisis y
el aclaramiento del dializador, hace casi 50 an˜os.
Renkin tambie´n fue un pionero en la descripcio´n
matema´tica de la dia´lisis, mientras que Sargent
y Gotch introdujeron con e´xito el modelo de un
compartimento para la pra´ctica cl´ınica a fines
de los an˜os setenta. [3] Los beneficios y riesgos
de este modelo de aplicacio´n se han descrito y
discutido en muchos art´ıculos cl´ınicos y teo´ricos.
A continuacio´n, describimos algunos detalles y
resultados alcanzados. Finalmente, enumeramos
las principales conclusiones de este trabajo.
¿Que´ es un modelo matema´tico?
La definicio´n general es que un modelo
matema´tico es un sistema dina´mico ocupado
para estudiar procesos iterativos de naturaleza
determin´ıstica o aleatoria que corresponde a
los modelos probabil´ısticos. Todo proceso tiene
ocurrencia en su propio tiempo, que puede ser
discreto o continuo. Definie´ndolos, los modelos
discretos son los que recorren los nu´meros enteros,
mientras que los modelos continuos son los que
recorren los nu´meros reales, y tambie´n tiene
propo´sitos (puntos de equilibrio, atractores o
ciclos limites o toros).
Los procesos se caracterizan por variables y/o
para´metros los cuales interactu´an mediante
relaciones funcionales (funciones) que pueden ser
lineales o no lineales.
En el lenguaje matema´tico, un sistema dina´mico
o modelo matema´tico, es una tripla (X,f,t), donde
el conjunto X es el ambiente del sistema, la
funcio´n f va del espacio de estados X en s´ı mismo,
y se denomina ley de transicio´n de estados µ
o operador de evolucio´n del sistema, y t es la
variable temporal.
2. Funcionamiento de una ma´quina de
dia´lisis:
El funcionamiento de una ma´quina de dia´lisis es
el siguiente:
La sangre del paciente circula a lo largo de una
membrana a una velocidad fija, mientras que, al
mismo tiempo, un l´ıquido purificador atrae las
impurezas en la sangre, y la tasa de cambio de las
impurezas sigue la ley de Fick, la cual afirma que
la cantidad de material de desecho que pasa por
una membrana es proporcional a la diferencia de
concentracio´n a un lado y otro de la misma.[8]
Con base en esta premisa, tomamos dos modelos,
de los cuales, uno esta´ dado por una ecuacio´n
diferencial, al que realizamos su respectivo
ana´lisis, y el otro es un sistema de ecuaciones, que
tambie´n fue debidamente analizado. En ambos
modelos analizamos sus puntos de equilibrio, y
elaboramos sus respectivos planos de fases.
2.1 Definicio´n de dia´lisis
En te´rminos generales, el proceso de dia´lisis
implica el movimiento bidireccional de
las mole´culas a trave´s de una membrana
semipermeable. Cl´ınicamente, este movimiento
tiene lugar dentro y fuera de la sangre, a trave´s
de una membrana semipermeable. [4] Si la sangre
se expone a una membrana artificial fuera del
cuerpo, el proceso se llama hemodia´lisis (HD)
o hemofiltracio´n (HF), por el contrario, si el
intercambio de mole´culas ocurre a trave´s de la
membrana peritoneal, el proceso se llama dia´lisis
peritoneal (PD). [1]
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2.2 Mecanismos involucrados en el
movimiento molecular
El movimiento de las mole´culas sigue ciertos
principios fisiolo´gicos y fisicoqu´ımicos que se
describen a continuacio´n. [1]
Principios de dia´lisis
SOLUCION A SOLUCION B SOLUCION A SOLUCION B
Solvente, bajo concentracio´n. Membrana semipermeable.
Solvente alta concentracio´n. Movimiento de mole´culas
Mole´culas de soluto.
Fig. 1.1 a Difusio´n, o´smosis y ultrafiltracio´n osmo´tica por presio´n osmo´tica. b Ultrafiltracio´n hidrosta´tica.
Difusio´n D, osmosis O, ultrafiltracio´n osmo´tica OU, ultrafiltracio´n UF por hidrosta´tica presio´n, conveccio´n C.
[1]
3. Modelo matema´tico de un rin˜o´n artificial
representado por una ecuacio´n diferencial.
La sangre, que tiene una concentracio´n de
desechos u(t) (creatina, urea,) [3] al circular por
la membrana que la separa del dializador, elimina
una parte de las impurezas que pasan al dializador
cuya concentracio´n es v(t), y la constante k son
los litros de sangre. La ecuacio´n diferencial que
modela la esta situacio´n es
d(u(t)− v(t))
dt
= −k(u(t)− v(t)), k > 0 (1)
Aplicando separacio´n de variables a (1) se obtiene:
d(u(t)− v(t))
(u(t)− v(t)) = −k dt, (2)
Integrando a ambos lados de la igualdad de (2):∫
d(u(t)− v(t))
(u(t)− v(t)) =
∫
−k dt,
Ln(u(t)− v(t)) = −kt+ c (3)
Aplicando Euler a ambos lados de la igualdad (3)
obtenemos:
eLn(u(t)−v(t)) = e−kt+c (4)
Luego, aplicando propiedades de Euler a (4), se
tiene la solucio´n del modelo Matema´tico del Rin˜o´n
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Artificial, lo que permite calcular la cantidad de
material de desecho removido de la sangre por
unidad de tiempo.
(u(t)− v(t)) = e−kt · ec
As´ı, la solucio´n de la Ecuacio´n Diferencial que
Modela el Comportamiento del Rin˜o´n Artificial es
(u(t)− v(t)) = C1e−kt (5)
3.1 Ana´lisis de estabilidad:
Hallando los puntos de equilibrio, tomamos el
campo vectorial de la ecuacio´n diferencial y lo
igualamos a cero, es decir:
−k(u(t)− v(t)) = 0
A continuacio´n, despejamos u(t) − v(t) , y nos
queda el siguiente punto de equilibrio
(u(t)− v(t)) = 0
En el siguiente gra´fico, se muestra la l´ınea de
fase y un esbozo de las curvas solucio´n
d(u(t)−v(t))
dt = −k(u(t) − v(t)), teniendo en cuenta
el teorema de existencia y unicidad de soluciones.
El siguiente gra´fico, se muestra la l´ınea de fase y
curvas solucio´n para d(u(t)−v(t))dt = −k(u(t)− v(t))
Un ana´lisis previo del plano de fase anterior es:
X S´ı t −→ ∞+, la concentracio´n restante de
desechos e impurezas tiende a cero, es decir, tiende
a estabilizarse en cero, el punto de equilibrio
es un atractor (estable segu´n Lyapunov) ya que
f ′(x0) < 0.
X S´ı t −→ ∞− la concentracio´n restante
de desechos e impurezas se aleja del punto de
equilibrio haciendo que el punto de equilibrio sea
repulsor. [6]
4. Modelamiento usando sistema de
ecuaciones lineales diferenciales.
Sea x(t) la concentracio´n de impurezas en la
sangre a lo largo de la membrana en el tiempo t.
Sea y(t) la concentracio´n de impurezas en el
l´ıquido de dia´lisis. El l´ıquido de la dia´lisis es
el que purifica la sangre y cuando pasa por el
hemodializador esta se purifica.
a ∈ R+ la constante que mide la eficacia del
l´ıquido de dia´lisis.
v y V las tasas de flujo volume´trico de la sangre
y del l´ıquido de dia´lisis, respectivamente.[8]
dx
dt =
a
v (y(t)− x(t)) x(0) = 0
dy
dt =
a
V (x(t)− y(t)) y(0) = 0
4.1 Ca´lculo de los valores propios del
Sistema de ecuaciones.
Distribuimos la constante av y
a
V en el sistema de
ecuaciones
dx
dt = −avx(t) + avy(t)
dy
dt = − aV x(t) + aV y(t)
Ahora procedemos a sacar los valores propios de
la matriz
det(A− λI2) (6)
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Reemplazamos
det
( ( −av av
a
V − aV
)
− λ
(
1 0
0 1
) )
= det
( ( −av av
a
V − aV
)
−
(
λ 0
0 λ
) )
Restamos las dos matrices
= det
( ( −av − λ av
a
V − aV − λ
) )
Ahora sacamos el determinante de la matriz dada:
=
( (−av − λ) (− aV − λ)− ( ( aV )− (av ) ) )
Distribuimos
= a
2
vV +
a
vλ+
a
V λ+ λ
2 − aV + av
Y, en consecuencia, obtenemos el polinomio
caracter´ıstico:
= λ2 − (−av − aV )λ+ a2vV − aV + av
= λ2 − (−av − aV )λ+ a ( avV − 1V + 1v)
Donde T =
(−av − aV ) y D = (a ( avV − 1V + 1v))
Del polinomio caracter´ıstico obtenemos los valores
propios λ1 = 0 y λ2 = −av − aV que, por el teorema
de Lyapunov, son asinto´ticamente estables.
Tomamos la consideracio´n para cuando el valor
propio λ1 = 0
(A− λI)U1 = 0
Remplazamos( −av av
a
V − aV
)(
U11
U21
)
=
(
0
0
)
De la anterior expresio´n se obtiene el siguiente
Sistema Lineal
−avU11 + avU21 = 0
− aV U11 + aV U21 = 0
Solucionando el sistema anterior se hallan los
valores de U11, U21
Entonces,
U1 =
(
U11
U21
)
=
(
U21
U21
)
= U21
(
1
1
)
Obse´rvese que todos los puntos de la forma k1
(
1
1
)
para cualquier k1, son puntos de equilibrio para
este sistema. En efecto,
A
(
k1
(
1
1
))
=
(−av av
a
V − aV
)(
k1
k1
)
=
(
0
0
)
Por consiguiente, todo aquel punto que este sobre
la l´ınea recta de vectores propios asociados a
λ1 = 0 es un punto de equilibrio.
Ahora tomamos la consideracio´n para cuando
λ2 = −av − aV(
a
V
a
v
a
V
a
v
) (
U21
U22
)
=
(
0
0
)
De la anterior expresio´n se obtiene el siguiente
Sistema Lineal
a
V U21 +
a
vU22 = 0
a
V U21 +
a
vU22 = 0
Solucionando el sistema anterior se hallan los
valores de U21, U22
Entonces,
U2 =
(
U21
U22
)(
U21
− vV U21
)
= U21
(
1
− vV
)
En este sistema de ecuaciones la solucio´n general
es
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(
x(t)
y(t)
)
= k1e
0t
(
1
1
)
+ k2e
(
−av − aV
)
t
(
1
− vV
)
= k1
(
1
1
)
+ k2e
−
(
a
v +
a
V
)
t
(
1
− vV
)
Vemos que la solucio´n general depende de t
solamente a trave´s del segundo sumando. Si se
hace k2 = 0, X(t) = k1
(
1
1
)
el cual no depende
del tiempo. En este caso, todos los puntos k1
(
1
1
)
,
para cualquier k1, son puntos de equilibrio es decir
el sistema tiende a estabilizarse.
Como λ2 < 0 el segundo sumando tiende a
estabilizarse cuando han transcurrido las 4 horas,
por consiguiente la solucio´n(
x(t)
y(t)
)
= k1
(
1
1
)
k2e
−
(
a
v +
a
V
)
t
(
1
− vV
)
tiende al
punto de equilibrio k1
(
1
1
)
a lo largo de una
paralela a l2.
x(t) = k1 + k2e
−
(
a
v +
a
V
)
t
y(t) = k1 − vV k2e
−
(
a
v +
a
V
)
t
5. ¿Que´ es la tasa de flujo volume´trico?
El te´rmino tasa de flujo volume´trico Q de un
fluido como el volumen de fluido que pasa a trave´s
de una seccio´n transversal dada por unidad de
tiempo. El te´rmino seccio´n transversal es solo una
forma de describir el a´rea a trave´s de la que algo
fluye, por ejemplo, el a´rea circular dentro de la
recta punteada en el diagrama que se muestra a
continuacio´n. [2]
Como la tasa de flujo volume´trico mide la cantidad
de volumen que pasa a trave´s de un a´rea en un
tiempo dado, su ecuacio´n se ve as´ı:
Q = Vt =
V olumen
T iempo [2]
5.1 Calculando los para´metros:
Las tasas de flujo volume´trico de la sangre y del
l´ıquido de dia´lisis, respectivamente se calculan de
la siguiente manera:
Datos:
190 −→ litros de Sangre Persona Normal
15% −→ 28,5 Litros
LS = 190 litros - 28,5 litros
= 161,5 litros
• 161,5 litros de sangre que es la cantidad de
sangre que circula en el rin˜o´n.
• 24h es el tiempo que circula la sangre en el rin˜o´n.
Nota: Se debe tener en cuenta que 161,5 litros de
sangre que circula en el rin˜o´n es la de un
paciente con insuficiencia renal.
Ahora realizaremos el ca´lculo del l´ıquido de la
dia´lisis:
QV = 500ml/s
= 1.800ml/h
= 1, 8L/h → Sangre
6. Usando las condiciones iniciales:
{
x0 = C1 + C2
y0 = C1 − vV C2
{
C1 =
V y0+vx0
V +v
C2 =
V (x0−y0)
V +v
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Por u´ltimo, obtenemos el campo de direcciones y
la gra´fica del comportamiento de las soluciones.
Figura.1. Curvas solucio´n.
Figura 2. Campo de direcciones.
Conclusiones:
Este modelo nos permite analizar el
comportamiento del procedimiento de la dia´lisis
de un paciente con insuficiencia real.
Se realizo´ el respectivo ana´lisis cualitativo de
los dos modelos que se emplean para un rin˜o´n
artificial, en donde en el primer modelo (que
esta´ dado por una ecuacio´n diferencial) se analizo´
cua´ndo, en un determinado tiempo, la diferencia
de la concentracio´n de desechos e impurezas se
estabiliza, es decir, en do´nde la concentracio´n de
desechos desaparece ,quedando la sangre limpia.
En el segundo modelo (que esta´ dado por un
sistema de ecuaciones) se realizo´ el respectivo
ana´lisis cualitativo, y se calcularon los para´metros
en se tuvo en cuenta que la sangre que circula en el
rin˜o´n de una persona con insuficiencia renal no es
la misma cantidad que circula en un paciente sano.
Se analizo´ en el segundo modelo que transcurridas
las 4 horas del proceso de dializado, y la
concentracio´n de impurezas de la sangre y del
l´ıquido de la dia´lisis tiende a estabilizarse.
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